MINISTERUL EDUCATIEI

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
AN SCOLAR 2023 — 2024
ETAPA LOCALA
10.02.2024

CLASA A VIII-A

Subiectul |
Determinati numerele Tntregi x stiind ca numarul Vx2 4+ 2x + 4 este rational.
Subiectul 11

Se consideri expresia E(a,b) =a”+b* +8a—2b+22, unde a si b sunt numere reale.
a) Determinati valoarea minima a expresiei.
b) Dacd E(a,b) =6, aritati cd a? > b? + 5.

Subiectul 111

Consideram tetraedrul regulat ABCD. Punctele M, N, P si R apartin segmentelor AB, BC, CD,
respectiv AD, astfel incit AM= BN= CP= DR =AB/3.

a) Demonstreazi ci unghiul dintre dreptele MN si AC are misura de 30° .

b) Punctul O este mijlocul segmentului MP . Demonstreaza ca dreapta MP este perpendiculara pe

planul (NOR) .
Subiectul 1V

Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu AB =2BC . Notam mijlocul segmentului AB cu
N si cu P, punctul de intersectie al dreptelor CN si BD. Se considerd punctul M pe muchia BB’
astfel incét perimetrul triunghiului AMC'sa aiba cea mai mica valoare. Demonstrati ca dreapta MP

este paralela cu planul (B'AC).

Notd: Toate subiectele sunt obligatorii
Fiecare subiect este notat cu 7 puncte

Timp de lucru: 3 ore.
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CLASA A VIII -A

BAREM

Subiectul |

Determinati numerele intregi x stiind ca numarul Vx2 + 2x 4+ 4 este rational.

Rezolvare

Notam y=vx? + 2x + 4 .

(x+1)24+3=92,deci (Y + X+ 1)(Y =X = 1) = 3 oot 1p
Cumx EZsiy € Qrezultd y € N o 1p
Cumx €eZsiy€Nrezulta (y+x+1),(y —x—1) € Zsisunt divizori ai lui 3 .....ccccovrrvrrririne. 1p
Din(y+x+1)=1si(y —x —1) =3 1rezultd y=2 $1 X= =2 crecererrerireiereerrnssie e sese e 1p

Din(y+x+1)=3si(y—x—1) =1 rezultd y=2 $1 X=0 ...cecvrrereiriiririieeeceeree et 1p

Din(y+x+1)=-1si(y—x—1=-3sau(y+x+1)=-3si(y—x—1)=-1

TEZUILA Y=-2 , MU CONVINE ...eitieiieieeie et steeteestee st e s e es e e seesaeesaeaseessesseesseeseesseeseeaneesteeseeseeeseesneenseenaesre sanes 1p

T T I AR IR e 0 SRRSO 1p
Subiectul 11

Se consideri expresia E(a,b) =a*+b* +8a—2b+22, unde a si b sunt numere reale.

a) Determinati valoarea minima a expresiei.

b) Aritati ci, dacd E(a,b) =6, atunci a® > b? + 5.

Rezolvare

a) E(a,b) :(a+4)2 +(b—1)2 +5>5, pentru orice nUMere reale a sib .........cccoveveevverceieesceseseeees 2p
cum E(—4,1) =5, obtinem ca valoarea minima a expresiei este egala cu 5............cooevviiiiiniinn... Ip
b) E(a,b)=6=(a+4) +(b-1) =1=(a+4)" <L si (b=1)" <L..ooioiiiiiiiiic) Ip
(a+4) <l ae[-5,-3], (0=1) LD E[0,2] . coiiiiiieieieieeeeeee e 2p
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Cum a® €[9,25]si b? €[0,4], rezultd cd a® = b? + 5. 1Ip
Subiectul 111

Consideram tetraedrul regulat ABCD. Punctele M, N, P si R apartin segmentelor AB, BC, CD, respectiv AD,
astfel incit AM= BN= CP= DR =AB/3.

a) Demonstreazi ci unghiul dintre dreptele MN si AC are misura de 30° .

b) Punctul O este mijlocul segmentului MP . Demonstreaza ca dreapta MP este perpendiculara pe

planul (NOR) .

Rezolvare

a) Notam cu X mijlocul BC. Din 22 = 2= = 2 rezultd MN | AX w..oooovomsossonisessossenisessoeon 2p
L(MN, AC) = C(AX, AC) =300 ..ot ettt ettt e e ee et ettt e et e e e e e et ee et e erennns 1p

b) AMBN = ANCP = AMNP isoscel = NO este mediand, deci InAltime ............cocevververeveineerennnne 2p
APDR = ARAM = AMPR isoscel = RO este mediana, deci TnAltIME .........ccoceeveieierieienieienece e lp
MP_LNO $i MPLRO dCTi MP L(NOR).....cuiutiiteiiiiieii ittt sttt sttt 1p
Subiectul 1V

Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu AB =2BC. Notam mijlocul segmentului AB cu N si cu
P, punctul de intersectie al dreptelor CN si BD. Se considera punctul M pe muchia BB'astfel incat
perimetrul triunghiului AMC'sa aibd cea mai mica valoare. Demonstrati ca dreapta MP este paralela cu
planul (B'AC).

Rezolvare

Fie {O} =ACNBD.

PB 2
Punctul P este centrul de greutate al triunghiului ABC de unde rezulta ca B0 = g s 2p

Pe desfasurarea in plan a paralelipipedului, in dreptunghiul ACC'A’, minimul AM +MC’ se realizeaza

cand punctele A, M si C'SUNE CONNIAIE . ....oeeeie e 2p

Pe desfiasurare avem MB || CC' = AABM ~ AACC' =M 48 _2_BM _ 2
> ccr AC 3 BB 3

Tn triunghiul B'BO avem % = % = MP || OB’ si cum OB’ c (B'AC) obtinem MP || (B'AC).......... 2p
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